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Algèbre linéaire II
(deur sema'ines)

(du lundi I auril 2018 au uendredi 20 auril 2015)

Exercice 1

Soient O: (, -r ) et B: ( I )
Calculer AB et BA.

Exercice 2

s.en,4- (+ i :)e,B: (i i 1')
Calculer AB et BA.

Exercice 3

/ r -2 -o\soitA-l-s 2 e I

\ 2 o -z)
Détermin er A2 , A3 et A4 .

soienr aetbdeuxréers.A- (t, i:) "*r-(oo â Î'
\oo t) \oo r)

1. Exprimer A en fonction de Is, J et J2.

2. En déduire A' pour tout entier naturel n non nul.

Exercice 4

Exercice 5

/ 1 1 -z\
l.SoitA_ l 1 -1 1 l.ob,.r-inerlamatrice4-t.

\-, t -r)

By Hyperion



Mathématiques
ALcÈenE LrNÉArRE II

s2 L7lL9
Eprr,q

2. Soii / : lR3 -+ IR3 défrnie pour tout (r,y,z) e lRs par

f@,A,2)-(x+g-22,t:-g- z, -2x* g - z)

Montrer que / est bijective et déterminer /-1.

Exercice 6

Soient.E: Rz[X] et f : E ---+ -E définie pour tout P e Epæ f e):2(X +1)P- (X2 +7)Pt et id,

l'application identique de .E c'est-à-dire pour tout P € E, id,(P): P.

Soient enfin g: (I,X,X2) et g: (1,X - 1, (X + 1),) deux bases de -8.

1. Déterminer A:Mats(f), matrice de / relativement à \a base L

2. Déterminer A :N'l,ate,U), matrice de / relativement àlabase 8t.

3. Déterminer Mats,g,(f), matrice de / relativement aux bases 9,9t.

4. Déterminer Mate' ,e$), matrice de / relativement arx bases 9' , B -

5. Déterminer P : Mat s',s (id,) et Q : y1u1 *,*, 1001.

6. Déterminer I'inverse de la matrice Matg,,s(id,)- Que constatez-vous ?

7. Déterminer P-rAP. Q:U.e constatez-vous ?

Exercice 7

1. Déterminer la matrice d)une rotation vectorielle d'angle d relativement à la base canonique de R2.

2. Déterminer la matrice d'une rotation vectorielle d'axe (02) et d'angle g relativement à la base canonique
de lR3.

3. Déterminer la matrice d'une syrnétrie orthogonale d'axe (0r) relativement à 1a base ca.:ronique de IR2.

Exercice 8

|, nrlxl --* nrlxl f m'txl --+ rR3

Soient /: { etg,{
I r1x) '--+ 

p(x)-xp'(x) [ r1x) ,--+ (p(*1), p(0), p(t))

Déterminer les matrices des applications linéaires suirrantes relativement aux bases canoniques.

Exercice 9

soit/ e Y(.r//r(R))définie parf (: :),t (:r;)

En ayant vérifié que "f est bien linéaire, écrire la matrice de / relativement à la base canonique de til2(R).
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Exercice 10

Les questions 1,2 et 3 sont indépendantes.

f nz [x] --+ R2fxl
t.5ort/:{' I P(X) *-+ (x2 - 1)P(2) + 2xP(3)

Déterminer la matrice de / relativement à la base canonique de R2[X].

r Rslxl --+ R3lxl f mslxl ---+ R3[x]
2. Soientg: { età:{

I P(x) -J P(x + 1) ( p(x) --+ p(x - r)

â. Déterminff les matrices de g et h relativement à la base canonique de R3[X].

b. Déterminer la matrice de g-1 relativement à la base canonique de R3[X].

f R3 --+ lR2 f R2 ---+ lR3
3. Soientz: { etu:{

I @,a,") ,---+ (r-2v-t z,a+ 22) I (",s) =- (3r+y,x,2s)

a. Déterminer les matrices de z et u relativement aux bases ca.noniques de R2 et lR3.

b. Déterminer les matrices de LL o u et o o a relativement aux bases canoniques de IR2 et R3.

Exercice 11

Soient (cs,...,c,.,) € R"+1 ûxé et V l'application de R,,lX] vers 1R,*1 dêfi:rie pour tout .P € R,"[X] pa"r

v(P) : (P(rù, ... , 
p(""))

Déterminer la matrice de I/ relativement aux bases canoniques de Ç[X] et RD+l.

Exercice 12

Soient -E un IR-ev de dimension finie et (2, r,') e (g(q)'. On note dd I'application id.entique de -E dans.E
c'est-à-dire défi:ries pour tout c € E pat id(r) -- x.

1. Via le théorème du rang, montxer que si z est injective, alors z est bijective. Montrer de même que si
u est surjective, a,lors z est bijective.

2. Montrer que u o ?, : id, :+ z surjective.

3. Montrer que o ou : id 
- 

z injective.

4. soient. n € N tel que n )2et (A,B) e./4@) tel que AB:In oùra est la matrice identité d'ordre n.

En considérant les endomorphismes de lRn associés à Aet B, montrer que,4 est inversible et BA: In.
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On noi,e J la matrice idenùité d'ordre 3. Soit J: I f O f I

\r r o/
1. Vérifier que J2 - J -ZI :0. En déduire J-1 en fonction de l et J.

N.B. : on rappelle que s'il existe K e ,/4(R) te1 que ./K :1 alors J est inversible el J-1 : K.

2. Soitn€N. On efiectue la division euclidienae de Xn par X2 -X- 2. tr existe donc Q(X) e R[X] et
Â(X) e R[X] tels que

x": (x2 - x -2)Q6)+ R(x)

avec Ie degré de .R strictemeat inférieur à 2.

Ainsi il existe (a,à) e IR2 tel que

Exercice 13

xn - (x, * x -z)Q(x) + 0"x +b

En remarquant que 2 et -1 sont racines de y2 - X -2 déterminer aetb.

3. Soit n € N. En déduire Jn en fonction de n, I et J.

N.B. : On substituera J à I'indéterminée X de la question 2 (sachant que le polynôme 1 devient 1).

Par exemple, Xa + 2X3 * 4 devient après substitution Ja + 2J3 + 41.
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