Mathématiques 5117/18
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Fonctions
(trois semaines)

(du lundi 18 septembre 2017 au vendredi 6 octobre 2017)

Exercice 1

Montrer que l'équation 217 = 211 11 admet au moins une solution dans R™.

Exercice 2

Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] telles que gla) = f(b) et g(b) = f(a).

Montrer qu'il existe ¢ € [a, ] tel que g(c) = fle).

Exercice 3

Soient f et g coutinues sur [0, 1] telles que f(0) = g(1)=0et f(1)=g(0) =1.

Montrer que
vAxeRY Jze 0,1, flz) = Arg(z)
Exercice 4

Soit f : [a,b] — [a,b] continue telle que f([a.b]) C [a,b).

Montrer que f admet un point fixe clest-a-dire qu’il existe a € [a,b] tel que fla)=o.

Exercice 5

Soient @ et b deux réels et n € N tel que n > 2. Montrer que le polynome X" 4 gX + b admet au plus trois

racines réelles.

Exercice 6

Soit f dérivable sur un intervalle ouvert I.
1. Montrer que si f s'annule en n points de I alors sa dérivée f’ s’annule en au moins (n— 1) points de I.
9. Soit P un polynéme a coeflicients réels. Montrer que I'équation P(z) = ¥ n'admet qu'un nombre fini

de racines réelles.
Exercice 7

Qoient n € N*, I un intervalle de R et soit f : I —»R nfois dérivable.

Montrer que si f admet au moins n -+ 1 racines distinctes, alors f (n) possede au moins une racine.
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Exercice 8

Soient f et g continues sur [a,b|, dérivables sur ]a, b] telles que pour tout z € la,b[, g'(z) # 0.

Montrer que g(b) — gla) # 0 et qu'il existe ¢ € |a, b tel que

fb) — fla) _ f'(c)

g(b) —gla) ~ g'(c)
Exercice 9
Soit f : [a.b] — R} continue sur [a,b] et dérivable sur |a, b|.

ab] — R

- In(f(z))

Montrer que ¢ vérifie les hypothéses du théoréme des accroissements finis et montrer a l'aide de ce
dernier qu'il existe ¢ € Ja, b] tel que

1. Soit g :

f'(e)
fle)

I(f(b)) —In(f(a)) = (b—a)

2. En déduire qu'il existe ¢ € |a, b| tel que

Exercice 10

Soit f une fonction continue sur R, dérivable sur R telle que f(0) = 0 et f’ croissante sur RY.

Via le théoréme des accroissements finis, montrer que pour tout x € R},

f(x)

€

< fi(=)

Exercice 11

Soit f strictement décroissante et continue sur R.

Montrer que f admet un unique point fixe.

Exercice 12
Soit f une fonction continue sur R et dérivable sur R}

1. Montrer que si ]iﬁ_n f'(z) = +oo alors lm f(z) = +oc.
T—r+ 00

T—++00
2. Montrer que si lim f'(z) =0 alors lim fz) = 0.
T+ r—+oc I
2
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Exercice 13

Soient a € RU {+00}, f et g deux fonctions définies au voisinage de a.
On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a, et on note f = og(g), si, au voisinage de a,

f(z) = g(x)e(z) avec lime(x) =0

I

On dit que f est équivalente & g au voisinage de a, et on note f ~ g, si, au voisinage de a,
@ B

flz) = g(z)(1 +=(x)) avec lime(z)=0

T—a
1. Comparer les fonctions f et g dans les cas suivants :

a. frzr— a2 gizr— 2, a=+oceta=0.
b. frz— 322+ —8et gz 322 pour a = +o0.
Quel est equivalent de la fonction f en 07
c. fiz—e® gizr—a® (a>0)eta=+oc
2. Que signifie f ~ 07 Quels sont les équivalents en 0 de z — sin(z), z— e et z— e® — 17

3. Soient f, g, h el k quatre fonctions définies an voisinage de a telles que f ~ g et h ~ k. On suppose de
@ 2]

plus que h et k ne s'annulent pas au voisinage de a.

Montrer qu'au voisinage de a, on a fh ~ gk et }i ~ % A-t-on f+h~g+k?
a Loa K a

7r — 8x 3z2 +Inz
— .

4. Trouver les équivalents en +oc et en 0 de x — T2 I m e

Exercice 14

Rappeler les développements limités au voisinage de 0 & Pordre 6 des fonctions suivantes :
1. f(z)=¢€".

2. g(x) = In(1+z).

e

Ch(z) = (L+2)% ot a € R™.

4. i(x) = sin(x).

o

. jlz) = cos(z).

Exercice 15
Déterminer, au voisinage de 0, les développements limités des fonclions suivantes :

1. f(z) = cos(z)e™ a l'ordre 4.

2. g(z) = e«*¥) 3 Pordre 3.

By Hyperion



Mathématiques
FoNcTIONS

S117/18
EriTa

3.

=1

h(xz) =1+ 2z 4 l'ordre 4.

. i(z) = In(1 + €*) a l'ordre 2.
Cjz) =(1+ 3:)% a lordre 2.

 k(x) =In(2+z) a Pordre 3.

I(z) = (In(1+ J‘))z a l'ordre 4.

m(z) = (cos(m])sm{m] a 'ordre 4.

Exercice 16

Deéterminer les limites suivantes :

1.

o

. lim

I T *
af—yi]oc r—42 /)

. 1 -
lim z°sin (—) — 2
T——4-00 T

. € —cos(z)— =z
lim ——————
=0 1 - In(1+ )

ef —e™®

. H.TI]. — "

20 In(1+ )

In(1 + sin(x)) — sin(In(1 + z)) ‘

70 x2 sin(x?)

. sin®(z) — a2 In(l + z)
lim — -
r—0 e% + cos(z) — sin(x) — 2
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